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ТЕХНІЧНІ НАУКИ

УДК 624.014

1РОЗРАХУНОК ПОПЕРЕЧНОГО ПЕРЕРІЗУ АРКИ 
ПРИ МІНІМАЛЬНІЙ МАСІ КОНСТРУКЦІЇ

В. С. Шебанін, доктор технічних наук, професор
В. Г. Богза, кандидат технічних наук, доцент
С. І. Богданов, старший викладач
І. І. Хилько, старший викладач
Миколаївський національний аграрний університет

У статті висвітлено основні підходи до методики розрахунків по-
перечних перерізів конструктивних елементів арки, що задовольняє 
умові надійності та відповідає при цьому мінімальній масі конструкції 
арки. Розрахунок виконується при проектуванні оптимальних арко-
вих конструкцій, який полягає в проектуванні конструкції таким чи-
ном, щоб у всіх перетинах конструктивного елементу арки надійність 
була заданою, а маса при цьому була мінімально можливою.

Ключові слова: поперечний переріз арки, площа перерізу арки, 
довжина перерізу арки, конструктивний елемент арки, запас міцнос-
ті, надійність і довговічність сталевої конструкції, стійкість металево-
го каркаса, незалежна випадкова величина.

Постановка проблеми. Протягом тривалого часу арко-

ві системи були єдиною конструктивною формою, що дозво-

ляє перекривати великі прольоти. Таке ставлення до аркових 

конструкцій як до унікальних, масивних споруд затримали їх 

своєчасне та гідне представлення в системі конструктивних 

форм так званих легких металевих конструкцій (ЛМК). Кон-

структивна форма ЛМК найкращим чином відповідає умовам 

потокового виготовлення і швидкісного монтажу при істотно-

му зниженні їх загальної маси. 

Практика будівництва полегшених аркових будівель про-

льотом 15-30 м показала їх повну відповідність зазначеним 

критеріям оцінки ЛМК, а в ряді випадків виявляються і по-

мітні переваги, зокрема при будівництві будівель підсобно-

допоміжного і сільськогосподарського призначення. Однак 

© Шебанін В.С., Богза В.Г., Богданов С.І. та ін., 2017
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успішна практична реалізація аркових конструкцій в полег-

шених будівлях малого прольоту вимагає проведення комплек-

су пошукових, теоретичних і експериментальних досліджень, 

оскільки просте копіювання існуючих конструктивних форм 

масивних аркових покриттів не забезпечує їх ефективність. 

Традиційний підхід до уніфікації, об'єктом уваги якого є 

параметри будівлі в цілому, призводить до завищення маси 

конструкції, створює надлишки площ і радикально не виклю-

чає різноманіття конструктивних варіантів, тому стосовно 

аркових конструкцій визначний інтерес становить реалізація 

принципу відкритої типізації, коли основним об'єктом уніфі-

кації є елемент арки. Розроблені уніфіковані елементи арки, 

що включають стрижень з вузловими елементами на кінцях 

і забезпечують у загальному випадку їх з'єднання під довіль-

ними кутами, дозволяють зводити арки довільного прольоту 

й обрису. При цьому зниження маси при заданій надійності 

є частиною проектування оптимальних аркових конструкцій.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Результати 

випробувань арки з конструктивних елементів наведено в [2; 

10]. У цій роботі розглянуто основні підходи до розрахункової 

оцінки міцності і стійкості елементів сталевого каркасу арки. 

Інтенсивний розвиток теорії оптимального проектування і на-

копичення досвіду щодо оптимізації елементів і найпростіших 

аркових систем сприяли перегляду і постановці завдань з ви-

явлення раціональних форм арок, наблизивши їх до вимог ре-

ального проектування. Прикладом цього можуть бути роботи 

А. В. Шестакова, Ю. Я. Юдіна, К. Ф. Піскорського та ін. Автори 

вказують на необхідність врахування таких факторів, як імо-

вірнісний характер роботи конструкції, матеріал арки, форма 

поперечного перерізу. 

Мета статті. Вирішення проблеми зниження маси при за-

даній надійності є частиною проектування оптимальних арко-

вих конструкцій і полягає в наступному:

• знаходження оптимального обрису конфігурації арки;

• визначення закону розподілу матеріалу вздовж осі арки;

• встановлення закону розподілу матеріалу в поперечному 

перерізі арки.
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Виклад основного матеріалу. Знаходження закону роз-

поділу матеріалу вздовж осі конструкції для статистично не-

визначених систем, якими є арки, ускладнюється тим, що 

згинальний момент залежить від розмірів поперечних перері-

зів конструктивного елементу арки. Для вирішення цієї задачі 

скористаємося методом найменшого об'єму. Запишемо вираз 

для об'єму системи.    

 
( )

L

V F x dx= т .                  (1)

Виразимо площу поперечного перерізу через згинальний 

момент так, щоб витримувалася умова надійності. Для цього 

запишемо вираз для напружень, що діють в перетинах кон-

структивного елемента арки,

  
1

1

2

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

n

j j
j

M x P M x X Z x

S x
r x F x

=

+

=
е

,        (2)

де M
j
(x) - згинальний момент в основній системі від X

j
=1 ; 

X
j
 -  зайве невідоме; Z(x) - відстань від нейтральної осі до 

периферії перерізу; r(x) - радіус інерції перерізу; F(x)- площа 

поперечного перерізу конструктивного елемента арки; n - 

кількість зайвих невідомих.

Представимо зайве невідоме у вигляді:

    X
j
= K

j 
P,        (3)

де K
j
 -  невідомі коефіцієнти.

Якщо при розв'язанні задачі про визначення найменшої 

маси в детерміністичній постановці ми шукали значення X
j
, 

а значить і F(x) відповідне мінімуму об'єму системи арки, то в 

цьому випадку доведеться шукати значення, що дають міні-

мум об'єму системи.

Напруження, що діють в перетинах конструктивних еле-

ментів арок, можуть бути записані у вигляді:

1
1

2

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

n

j j
j

M x M x K Z x P

S x
r x F x

=

+

=
е

,               (4)
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або, якщо позначити 
 

1
1

2

( ) ( ) ( )

( ) ( )

n

j j
j

M x M x K Z x

K
r x F x

=

+

=
е

,      (5)

то      S(x) = KP.       (6)

Залежно від законів розподілу навантаження і несучої 

здатності арки для заданого рівня надійності можемо отрима-

ти значення K, коефіцієнта, що дає мінімум об'єму конструк-

тивного елемента арки, і що забезпечує цю надійність.

Тоді з (4) для F(x) маємо:

 
1

1

2

( ) ( ) ( )

( )
( )

n

j j
j

M x M x K Z x

F x
r x K

=

+

=
е

.        (7)

Підставивши виражене таким чином   рівняння об'єму ар-

кової системи (1), отримаємо:

*
1

1

2

( ( ) ( ) ) ( )

( )

n

j j
j

L

j M x M x K Z x dx

V
r x K

=

+

=
е

е т .        (8)

Межами інтегрування в кожному інтегралі, що входить 

до загальної суми, можуть бути координати точок опор, точок 

прикладання навантаження і нульових точок виразу:

1
1

( ( ) ( ) )
n

j j
j

M x M x K
=

+е .              (9)

Якщо за незалежні змінні прийняти коефіцієнти K
j
, то 

об'єм буде представляти собою безперервну функцію від цих 

коефіцієнтів. Умовою мінімального об'єму конструктивно-

го елементу є рівність нулеві частинних похідних від функції 

об'єму по незалежним змінним, а саме:

  0, 1,2,..., ,
j

V
j n

K

¶
= =

¶        (10)

де n – кількість невідомих.

Звідси отримаємо систему n рівнянь для визначення n 

невідомих коефіцієнтів надійності K
1
,K

2
,...K

n
. Визначивши за 
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(10) значення цих коефіцієнтів і підставивши їх у (7), отрима-

ємо шукані значення розмірів поперечних перерізів конструк-

тивного елементу арки при найменшій масі матеріалу. Для 

ілюстрації пропонованої методики розглянемо приклад розра-

хунку арки що складається з конструктивних елементів і  яка 

навантажена випадкової силою P з параметрами: l=3м, L=30м, 

H=0,999, де l – довжина конструктивного елемента арки, L – 

проліт арки, H – задана необхідна величина надійності арки. 

При цьому:

    
2

( )

( )

Z x
const

r x
= .            (11)

Розіб'ємо арку на дві ділянки: AC і CB . Тоді на ділянці AC:

   
1 2 1

1

( ( ) ( ) )
n

j j
j

M x M x K K x K
=

+ = -е .            (12)

На ділянці CB:

         
1 2 1

1

( ( ) ( ) )
n

j j
j

M x M x K K x K x l
=

+ = - - +е        (13)

Підставивши ці вирази послідовно в (7), отримаємо: 

ділянка AC

   
2 1

1 2

( )100
( , , )

K x K
F x K K

K

-
= ;                (14)

ділянка CB

        
2 1

1 2

( )100
( , , )

K x K x l
F x K K

K

- - +
= .           (15)

Підставивши отримані значення площ в рівняння об'єму 

арочної системи (1) і враховуючи (8), отримаємо:
1 2

1 2

2 1 2 1 2 1 2 1

0

( ) ( ) ( ) ( )
100

x xl L

x l x

KV
K x K dx K x K dx K x K x l dx K x K x l dx= - - + - + - - + - - - +т т т т (16)

У цьому рівнянні x
1
 і x

2
 – координати нульових точок. Вони 

визначаються з умови:

   
1

1

2

;
K

x
K

=
 

1
2

2

;
1

l K
x

K

-
=

-
   (17)
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В результаті інтегрування (16), після підстановки меж ін-

тегрування (17), отримаємо:

  

2 2 2 2 2
1 1 2

1

2 2

( )

100 1 2 2 2

K l K K LKV l L
K L lL

K K

-
= + + - - - +

-
. (18)

Потім, узявши частинні похідні від об’єму за коефіцієнта-

ми K
1
 і K

2
 , отримаємо умови для їх визначення:

     
1 1

1 2 2

2 2( )
0

1

K l KV
L

K K K

-¶
= - + =

¶ -
;   (19)

   

2 2 2
1 1
2 2

2 2 2

( )
0

(1 ) 2

K l KV L

K K K

-¶
= - + - =

¶ -
.  (20)

Спільний  розв’язок цих рівнянь дає K
1
 = 0,25; K

2
 = 0,25. 

При цьому слід звернути увагу на те, що значення K
1
 і K

2
, 

отримано незалежно від виду законів розподілу навантажен-

ня і несучої здатності.

Таким чином, шукані значення F(x) визначаться:

ділянка AB

Рис. 1. Арка з конструктивних елементів

   
25( 1)

( )
x

F x
K

-
= ;    (21)

ділянка BC

   
225 75

( )
x

F x
K

-
= .   (22)

Знайдемо абсциси нульових точок:

   
1 1

1 2

2 2

1 ; 3
1

K l K
x ì x ì

K K

-
= = = =

-
.  (23)
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Таким чином, нульові точки розташовані на відстані 1/4 і 

3/4 прольоту арки.

Порівнюючи отримане рішення з результатами рішення 

тієї ж задачі в детерміністичній постановці, бачимо, що: на 

ділянці AB шукана площа перерізів складе:

         
25( 1)

( )
B

x P
F x

-
= ;   (24)

а на ділянці BC.

        
(225 75 )

( )
B

x P
F x

-
= .   (25)

Порівнюючи його з отриманим рішенням, переконуємося, 

що вони збігаються, якщо виконується умова:

    
BK

P
= .  (26)

Висновок. Таким чином, імовірнісна задача може бути 

зведена до детерміністичної, якщо в ній навантаження P за-

мінити величиною B

K
. Задамося законами розподілу наванта-

ження і несучої здатності арки.

Нехай закон розподілу навантаження — закон Вейбулла з 

параметрами
3 3

33; 0; 70 êH= = =
.

Закон розподілу несучої здатності арки – закон Вейбулла з 

параметрами 3 3
23; 0; 250 Ì Ï à= = = . Тоді K маємо:

  

6
22

3
3

3

(1 ) 250 10 1 0,999
365,46

70 10 0,999

H
Kì

- Ч -
= = Ч =

Ч   (27)

Шукані площі перетинів з найменшою масою при заданій 

надійності будуть:

На ділянці AB
   2( ) 0.068( 1)F x xì = - ;   (28)

На ділянці BC

   
2( ) 0,6 0,2F x xì = - .   (29)

В результаті рішення знаходимо значення K, при якому 

виконується умова:
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         H(x) = H
зад

    (30)

де H(х) - функція надійності;

H
зад

 - задана надійність замовником.

Під мірою надійності будемо розуміти ймовірність того, 

що максимальна напруга, що виникає під дією навантажен-

ня, не перевищить несучої здатності. Знайшовши K, легко ви-

значити закон зміни розмірів поперечного перерізу арки, що 

задовольняє умові надійності H(x) = H
зад

:

       
1( )

( )
M x

F x
K

.   (31)
.
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который заключается в проектировании  конструкции таким образом, чтобы во 
всех сечениях конструктивного элемента арки надежность была заданной, а 
масса конструкции арки при этом была минимально возможной.
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каркаса, независимая случайная величина.

V. Shebanin, V. Bogza, S. Bogdanov, I. Hilko. Calculation of the cross 
section of the arc with the minimum weight of the construction.

The paper shows the main approaches to the calculation method of cross-
sections of the structural element of the arch that meets the condition of reliability 
and the corresponding the minimum weight of the arch structure. The calculation 
is performed in the design of optimal arch designs, which is designing the structure 
so that all cross sections of the structural element of the arch of reliability was 
given, and the weight of the arch structure was the minimum possible. 

The use of light arches with a given reliability saves metal and reducing the 
cost of the design and determines the prospects of applying such structures in 
buildings and agricultural buildings. 

Key words: Cross-section of the arch, the cross-sectional area of the arch, 
the length of the cross section of the arch, a structural element of the arch, the 
margin of safety, reliability and durability of the steel structure, the stability of the 
metal framework, independent of the random variable.
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